1D Uzay
hich lafi uzatmayacam, oole girish gelishme sonuch pek yapabilecegim bir ish degil. ayrica bu bir hikaye de degil neticede bir sheyler ogrenmeye calishiyoruz. hemen orneklerle bakalim olaya. cunku achikcasi ne anlatacam ben de bilmiyom olesine bi yaziyom bakalim yazi nereye kadar gidecek. fakat herkesin ilk once tek kabul edilmesi gereken tek konu shu: 

“ilkokul matematigi bittii...”

neyse dedigim gibi fazla uzatmayacam. kalkip matrix vector anlatacak degilim burada. bi shekil ogrenilir onlar. fakat cok daha onemli konular var ki gozden kachan (yani benim insanlarda gozledigim), olayin temelini kavrayish biraz farkli. neyse hop...

bashladik:

(-x)|------------------------0--->--------------------|(+x)

bunun adina 1D uzay(space) diyecegiz. butun 1D uzaylari bu shekilde gosterecegim. oncelikle bu cizdigim shekli annatiim. bir merkez(origin) var ve bi vektor(basis) var ve bu vector ‘>’ ile gosterilmish. yani bir uzayi belirtmek ichin aslinda o uzayin referans noktasi (merkez, origin) ve o uzayi geren basis’ler (vektor, bilmiyom turkchesini basis’in) yeterlidir. ornegin yukarida ki ornegin parametreleri shunnar:

(-x)|------------------------0--->--------------------|(+x)

origin
: [0]
basis
: [1]
bu tek boyutlu bir uzay oldugu ichin, bir adet basis vectorumuz var. eger birden cok boyutlu bir uzay ichin konushuyo olsaydik; ki bunu da yapacagiz; o zaman birden cok basis ile ugrashacaktik. her boyut ichin bir basis gerekiyor. basis kavramina bir nevi : “birim uzunluk o uzayda nasil tanimlanmish. yani ben o uzayda bir birim ilerlersem aslinda koordinat sisteminde ne kadar ilerlemish olurum”. eger basis vektorum [-1] ise ornegin ben bir birim ilerlersem (+1 birimden bahsediyorum) aslinda geriye dooru bir birim gitmish olurum. eger basis vektorum [+3] ise ben bir birim ilerledigimde +3 birim ileri gitmish olurum. bilmiyom azicik anlashildi mi? daha ustune duracam sonra.

simdi bir bashka uzay tanimina bakalim.

(-x)|----------------------------------------4------->|(+x)

origin
: [4]
basis
: [2]
gordugumuz gibi bunu tanimlamak sadece bize ait. yani bu uzayi istedigimiz gibi ifade edebiliriz.

simdi diyelim ‘rufus’ ve ‘pedro’ isimlerinde iki insan var, ve birbirlerine sayilar soyluyorlar. fakat beyinlerinde kullandiklari ‘uzay’ kavramlari farkli. yani aslinda ayni uzayi ifade etme bichimleri farkli. rufus’un dunyasinda uzay bizim birinci sehkilde ifade ettigimiz gibi ifade ediliyor. pedronun ise ikinci shekildeki gibi. acaba rufus pedro’ya “2” derse, pedro buradan ne anlar. aslinda yanlish sheyler annar. cunku “2” onun dunyasinda tamamen bashka bi noktaya tekabul ediyor.(yuh shu fiil’i de kullandim ya shu tutor’da.. eh yani) yani rufus ile pedro arasinda bir uzaydan obur uzaya gechish lazim.

pedro, rufus’un dediklerini ancak ve ancak, rufus’un uzayinin tanimini bildikten sonra anlayabilir. ayni shey tersi ichin de gecherli. yani pedro rufus’a bir shey derse onun anlamasi icin, rufus’un pedro’nun uzayini bilmesi lazim.

simdi basit bir ornek yapalim. diyelim rufus’un dunyasi bizim birinci uzayimiz olsun ve pedro’nun dunyasi da ikinci uzayimiz olsun. pedro ‘x’ dediginde rufus ne anlamali?

oncelikle bu iki uzayi bizim temel aldigimiz bi uzayda ifade etmeliyiz ki bu da bizim bildigimiz :

(-x)|------------------------0--->--------------------|(+x)

origin
: [0]
basis
: [1]
uzayi. butun evren 1 boyutlu uzaylar ichin bunu kullaniyor standart olarak. biz de bunu kullanacagiz.

o zaman rufus’un uzayi bu ‘standart uzay’a gore:

RUFUS:

(-x)|------------------------0--->--------------------|(+x)

origin
: [0]
basis
: [1]
yani gene aynisi. pedronun ki ise gene :

PEDRO:

(-x)|----------------------------------------4------->|(+x)

origin
: [4]
basis
: [2]
oncelikle bu ishlemleri matrix ve vector aritmetigi kullanmadan yapmaya calishalim ve buradan kendimiz bir sheyler cikaralim.

pedro kendi uzayinda rufus’a xpedro derse eger, aslinda standart uzayda shoole bir yer gostermish oluyor:

[4+(xpedro)*2]

bu standart kabul ettigimiz uzaydaki yansimasi. peki bu rufus’un dunyasinda neye karshilik geliyor:

[0+(xrufus)*1] = [4+(xpedro)*2]

xrufus = ([4+(xpedro)*2] – 0) / 1

peki simdi de tersini yapalim. rufus kendi uzayinda pedro’ya xrufus derse pedro ne anlayacak. once standart uzaydaki demek istedigine bakalim.

[0+(xrufus)*1]

demek istiyor. (aslinda kendi uzayi ile standart uzay ayni)

ve pedronun bundan anliyacagi.
[4+(xpedro)*2] = [0+(xrufus)*1]

xpedro = ([0+(xrufus)*1] – 4) / 2

tamam. guzel bir sheyler cikmaya bashliyor. durmak yok devam.

simdi herkes kendi uzayini bildigi ichin kendi uzayinin butun parametrelerini biliyor. ancak bir bashkasinin uzayindan bir bilgi geldiginde onu anlamasi ichin o uzayin parametrelerine ihtiyaci vardir. bu sadece bu uzay, matrix ve vector sistemlerinde degil dunyadaki hemen hemen butun olaylarda gecherlidir. sen bir sistemin ichinde bulunursun. bashka bir sistemden sana bir input gelir. o input o sistemin dogasinda geldiyse (yani senin sisteminde anlayacagin bir forma donushturulmediyse), senin o sisteme ait parametreleri bilmen lazim ki bunu donushturebilesin.

ozetle rufus’un, pedronun uzayinin parametrelerine yani 

origin
: [4]
basis
: [2]
ve pedronun da rufus’un uzayinin parametrelerine 

origin
: [0]
basis
: [1]
ihtiyaci var. bunnari bilmeden hich birisi oburunun dedigini anlayamaz. umarim buraya kadar biraz bishiler yerleshtirmishimdir, cunku biraz complexleshecek galiba.

simdi bu yaptigimiz her sheyi matrixlere dokelim. bir uzayi ifade etmek ichin genelde <uzay boyutu> + 1 boyutlu kare bir homojen matrix kullanilir. homojen matrix’i cok basit shekilde achiklamak gerekirse, son satiri (veya sutunu) (n-1) adet [0] dan ve (n x n)’i elemani [1] den olushan matrix’e deniyor. ornek vermek gerekirse.

[a b c d]

[e f g h]

[i j k l]

[0 0 0 1]  (satir (row))

veya

[a e i 0]

[b f j 0]

[c g k 0]

[d h l 1]  (sutun (column))

yapisindadir. bununla ilgili gerek ozellik veya optimizasyonlari bu dokumanda bulamayacaksiniz. uzgunum. hedef bashka cunku. 

neyse simdi bizim uzayimiz ichin uzay matrix’i mizi yaratalim. genel yapi shu shekildedir. bundan sonraki butun space matrix’lerimizi 2. sekildeki (sutun(column)) yapisinda gosterecem. directx bu yapida kullandigi ichin bunu sechiyorum. ancak bir uyari olarak sooliim opengl 1. sekli kullaniyor. opengl ile ilgilenenlere simdiden bir detay...

bizim basislerimiz b1, b2, b3, b4..., bn-1, bn olsun. ve originimiz o olsun. buna gore bizim space matrix definitionimiz shu sekilde define edilmishtir:

[b1 b2 b3 . . . bn 0]

[b1 b2 b3 . . . bn 0]

[b1 b2 b3 . . . bn 0]

[.  .  . . . . .  .]

[.  .  . . . . .  .]

[.  .  . . . . .  .]

[b1 b2 b3 . . . bn 0]

[o  o  o . . . o  1]

bilmiyom anlatabildim mi ? basislerimizi yukaridan ashagi sutun halinde yaziyoruz. ve originimizi tam en alt satira yaziyoruz. simdi bakalim boole bir tanim bizim ishimizi kolaylashtiracak mi ?

hatirlatmak amaci ile rufus ve pedro’nun uzay parametrelerini bir daha yaziyorum:

pedro:

origin
: [4]
basis
: [2]
rufus:
origin
: [0]
basis
: [1]
simdi bunlarin uzay matrix’leri nedir o zaman:

pedro:

(-x)|----------------------------------------4------->|(+x)

[2 0]

[4 1]

rufus:

(-x)|------------------------0--->--------------------|(+x)

[1 0]

[0 1]

di mi ?

guzel. simdi yaptigimiz ornekleri tekrar yapalim. 

xpedro dediginde pedro, eger rufus pedronun uzay matrix’ini biliyorsa, kolayca bu degishimi yapabilir. oncelikle unutmamak gereken bir shey bu matrix’lerin hepsinin belli bir varolan uzay referans alinarak yapilmasi lazim. (ki neticede standard uzayi kabul ederek yazdik ikisini de. hosh rufus zaten standard uzayi kullaniyor. hali ile de goruldugu gibi birim matrix olushtu onun matrix’ini olushturdugumuzda)

simdi buna bir kach deger vererek deniyelelim. diyelim pedro xpedro = [-1] dedi. bu rufus’un uzayinda kacha denk geliyor. amacimiz bu soruya cevap aramak. tek yapacagimiz shey pedronun verdigi vector’u (evet vector. 1x1 lik bi vector) bizim matrix’le carpmak. ama bakiyoruz ki elimizde ki matrix 2x2.. hmmm. carpilmiyorlar, demek ki ne yapmak lazim. verdigi noktayi 1x2 yapmak lazim. bunu da noktanin sonuna 1 ekleyerek yapabiliriz. (neden 1, neden 0 degil, neden PI degil veya neden e degil bunun tartishmasi shu an degil. shu an bilmemiz gereken tek bir shey var. o da oraya ‘1’ yazmak. bunu elimize bir (dikkat!) ‘nokta’ geldiginde yapiyoruz. daha fazla detayli bilgi sonra. kafa karishtirabilir.)

evet pedro xpedro = [-1] dedi. biz bunu : 

[-1 1]

yaptik. simdi bakalim carpinca neler olup bitiyor.

[-1 1][2 0] = [-1 * 2 + 1 * 4   -1 * 0 + 1 * 1] = [2 1]

      [4 1] 

elde ettigimiz nokta [2 1] noktasi ne demek bu? hah shu demek. yani bashta sonuna ‘1’ eklemishtik ya. gene onu bulduk. (zaten oole cikmasi gerekiyor). hah ishte onu attik mi elimizde ne kaldi ? [2]. ishte rufus’un anladigi nokta bu. bakalim diagrama dooru mu ?

pedro:

(-x)|--------------------------------*-------4------->|(+x)

(-1 birim ilerle)                    <-------- (-1)

                                     |

rufus:                               | bu noktaya geliyor.

(-x)|------------------------0--->---*----------------|(+x)

                              --->---> (2 birim)

demek ki rufus’un uzayinda yansiyan nokta [2] olmush oluyor. yani cozumumuz dogru. peki ayni sheyi rufus’un achisindan yapsaydik ne yapacaktik. hemen ona bakalim. yani rufus [2] dese pedro [-1] anlarmiydi. sadece rufus’un matrix’ini bilerek. yaptigimiz ishlemi gene yapalim. 

[2 1][1 0] = [2 * 1 + 1 * 0   2 * 0 + 1 * 1] = [2 1]

     [0 1]   

eee.. ayni nokta cikti. ee. hani sadece onun matrix’ini bilmesi ile oluyordu.? evet yanlish. bu degil bekledigimiz cevap [-1 1] olmaliydi. (yani bizim elimizde [-1 1] noktasi olmali. hmm bir gariplik olmali. ? hayir yok. cunku yaptigimiz olay cok sachma. ishte burada bir kurala girecegim. bunu uyduracagiz.

oncelikle ANA UZAY(parent-space) / ALT UZAY(sub-space) kavramini achiklayalim. eger bir uzay bir bashka uzay ichinde tanimlanmish ise ona ANA UZAY onun altinda tanimlanan uzaya’da ALT UZAY. ornegin bizim bu durumumuzda aslinda rufus’un uzayi bizim STANDARD kabul ettigimiz uzay. yani dunyada herkesin kullandigi uzay (basis:1, origin:0). fakat pedronun ki oyle degil. ishte onun dunyasinda identity olan shey (basis:2, origin:4) fakat bu bizim gorushumuz. yani onun merkezini anlamak ichin bile o coordinatlari kendi anlayacagimiz shekilde ifade ediyoruz. yani aslinda pedronun uzayi standart uzayin bi alt kumesi. yani onun altinda ifade ediliyor. ve bir bakisha gore rufus’un ki de oyle ifade ediliyor. yani bu ikisinin de uzayi aslinda standard kabul edilen uzayin dilinde anlatiliyor.

STANDARD UZAY

|--RUFUS UZAYI

+--PEDRO UZAYI

seklinde bir hierarchy var aslinda. (rufus ve standard ayni olmalarina ragmen, ama olmadigi durumu da inecleyecegimiz ichin, boyle achiklamayi tercih ediyorum).

simdi bizim calishan formulumuz gordugumuz gibi PEDRO’dan RUFUS’a olan bir cevirim ichin’di. (aslinda pedro’dan rufus’a degil, pedro’dan STANDARD’a cevirim idi. ama standard ile rufus ayni oldugu ichin shu anlik hali ile rufus’un uzayina cevirimi de tamamen ayni). yani kisacasi:

BIR NOKTAYI BIR UZAYDAN, ANA UZAYIN COORDINATLARINA CEVIRMEK ICHIN, VERILEN NOKTAYI O UZAYIN ANA UZAYDA IFADE EDILDIGI MATRIX ILE CARPIYORUZ.
yani :

xstandart = xpedro * Mpedro(standart)
bizim en genel formulumuz. (M denen o uzayin matrix’inin ANA uzayi altindaki ifadesi.)

Quick FAQ:

Q: yaw bi dakka, bi dakka kafam iyice karishti. shu ‘ana uzay’ ‘alt uzay’ kavramlari cok garip ve sachma geldi. biraz daha achiklarmisin ?

A: tamam o zaman shoyle diyelim:

(-x)|----------------------------------------o------->|(+x)

uzayimizi gene boyle tanimlayalim. fakat bu sefer hich bir sayi kullanmiyoruz. yani sadece origini’i ve basis’i gosteriyorum. simdi bunu bi sekil ifade etmek lazim. bunu nasil ifade edecez. ? yani bunu ifade edecek bi shekil bulmak lazim. origin’e bishii demek lazim ‘o’ diye birakamayiz di mi? buna ISTEDIGINI de. hich farketmez. yanliz tek dikkat edecegin shey, tanimlayacagin butun UZAYLARI ayni koordinat sistemini goz onune alarak yap ki cok daha buyuk sorunlar cikmasin. yani 

(-x)|------------------------o--->--------------------|(+x)

elinde shoyle bishi olursa yukaridakinden bi shekil ayirabil. yoksa ikisini de tamamen farkli sehkillerde yapsaydik olmazdi. bak ne diyecem ? hadi simdi seklen PEDRO’nun uzayini STANDART kabul edelim. ve ona gore yapalim bakalim ne cikiyor.

(-x)|----------------------------------------0------->|(+x)

bunu standart alalim.

origin: [0]

basis : [1]

(-x)|------------------------o--->--------------------|(+x)

ee. bu nooluyor simdi.

ishte cevap:

origin: [-2]

basis : [ ½]

tamam madem yaptik. simdi en son ne diyorduk. tek bekledigimiz shey rufus [2] dediginde pedro’nun [-1] anlamasi di mi? (degishen ne var...? hich bir shey! sadece base’imizi degishtirdik pedro’yu dunya standardi kabul ettik.)

hemen bakiyoruz gene... matrixleeeer:

pedro:

[1 0]

[0 1]

rufus:

[ ½  0]

[-2  1]

guzel simdi yani RUFUS’tan standart’a (ve hali ile PEDRO’nun uzayi’na, cunku standart ile ayni yaptik ya) cevirmeyi biliyoruz. cunku rufus onun altinda tanimlandi. hierarchy gene ayni:

STANDARD UZAY

|--RUFUS UZAYI

+--PEDRO UZAYI

eee. carpalim o zaman:

[2 1] [ ½  0] = [2 * ½  + -2 * 1    2 * 0 + 1 * 1] = [-1 1]

 [-2  1]

sonuch [-1 1], at sondaki ‘1’ i ve elimizde [-1] kaliyor. gordugumuz gibi anlamish olduk ki kullandigimiz base uzay’in ne oldugunun hich bi onemi yok. yanliz hangi uzayi hangisinin altinda tanimladigimiza cok dikkat edelim. onemli olan tek nokta o.

Q: peki standard uzayda olan bir noktadan, (birinci ornekdeki) pedro’nun uzayina nasil ceviririz.

A: bi saniye canim kardesim, gelecez ona da.

Q: tamam.!

End of Quick FAQ(okunushu : ~fak)

donduk geri. guzel soru. yani shu an bildigimiz bulundugumuz yerdeki noktayi, ana uzayimizda nasil ifade edecegimiz. peki bunun tersini nasil yapardik ? yani ana uzayda bir noktamiz olsa bunu bizim uzayda nasil ifade ederdik ?

!? !? yaw ne farkeder shu ishleme bakalim. 

y = x * Mx(y)
dedik di mi ?

eee guzel, ishte Mx(y)’yi biliyoz. x’i yerine koyunca y’yi kolayca bulabiliyoruz (EGER KI EGER oradaki Mx(y), x in uzayinin y’nin uzayi dikkate alinip tanimlandiysa!! tek koshul bu!). tersi mi nasil olur? ehh, eger ichinizden ‘ulan niye bu sefer y’nin x’e gore matrix’ini (My(x)) cikarmiyoruz ki!? sonra formul x = y * My(x) olmaz mi?’ diye bir cumle gechirdiyseniz, hemen kendinize gidin iki cukulata hediye edin, birini yiyip digerini bana gonderin!. cunku evet aslinda yapilan shey o. 

peki bunu o an bilinen, daha dogrusu tek bildigimiz shey olan Mx(y)’den yapabilirmiyiz. ? yani bu ikisi arasinda ne gibi bir baglanti var:

1) y = x * Mx(y)
2) x = y * My(x)
guzel simdi 2. eshitlikte y yerine birinci eshitligi yaziyorum. (cunku ayni x ve y degerlerini saglamak zorundalar, di mi?)

3) x = (x * Mx(y)) * My(x)
4) x = x * Mx(y) * My(x)   (parantezleri yok ettik)

5) 1 = Mx(y) * My(x)       (x’ler sadeleshti)

hmm demek ki bu iki matrix’i carptigimda 1 (identity) elde etmem lazim. bu ancak ve ancak shu demek. bu matrixler birbirinin TERSI olmak zorunda. ishte cok guzel. bir shey daha bulduk:

Mx(y) = My(x)-1
Mx(y) = M(y)-1
tamam alalim madem.

[b 0]  b = basis.

[o 1]  o = origin.

[ 1/b 0] * [b 0] = [1 0]

[-o/b 1]   [o 1]   [0 1]

tamam guzel tersi :

[ 1/b 0]

[-o/b 1]

imish.

simdi ayni ornege donelim bakalim bu sefer yapabilecekmiyiz:

pedro:

(-x)|----------------------------------------4------->|(+x)

[2 0]

[4 1]

rufus:

(-x)|------------------------0--->--------------------|(+x)

[1 0]

[0 1]

ilk hali buydu.

ve neyin peshinde idik:

rufus’un uzayinda [2] ile ifade edilen bakalim pedro’nun uzayinda [-1] olacak mi?

[2 0]-1 = [½  0]
[4 1]    [-2 1]

[2 1] * [0.50 0] = [2 * 0.50 - 1 * 2  1] = [-1 1]

        [ -2  1]    

evet. gordugumuz gibi ayni sonuch cikti. deyishimizi biraz degishtirelim:

BIR NOKTAYI BIR UZAYDAN, ANA UZAYIN COORDINATLARINA CEVIRMEK ICHIN, VERILEN NOKTAYI O UZAYIN ANA UZAYDA IFADE EDILDIGI MATRIX ILE CARPIYORUZ. EGER ANA UZAYDA TANIMLANAN BIR KOORDINATTAN BAHSEDIYORSAK, ONU ALT UZAYIN COORDINATLARINA CEVIRMEK ICHIN O UZAYIN ANA UZAYDA IFADE EDILDIGI MATRIX’IN TERSI ILE CARPIYORUZ.

guzel ish biraz biraz oturmaya bashladi. cok komplex bir ornek ele alalim. 

ANA_UZAY


ALT_UZAY_1



DAHA_ALT_UZAY_1  (x) verilen nokta.


ALT_UZAY_2



DAHA_ALT_UZAY_2  (y) hedef uzay.
eh simdi onverimiz shu her bir uzayi kendi ana uzayi altinda tanimlayan matrixlerimiz oldugunu dushunelim (ki boole olmak zorunda aslinda. bunu tartishtik saniyorsam.) herbir matrix’i kendi isimleri ile anacagim.

amacimiz DAHA_ALT_UZAY_1’de ki x noktasinin DAHA_ALT_UZAY_2’deki y’noktasinda nasil gozuktugunu bulmak.

ogrendiklerimizi hemen uygulayalim. ust uzaya cikmak ichin aynen carpiyoz. alt uzaya inmek ichin tersi ile carpiyoduk di mi?

guzel bashlayalim. ashama ashama yapacam ki daha iyi belli olsun. 

(1) x * DAHA_ALT_UZAY_1 (shu an ALT_UZAY_1’deyiz)

(2) (1) * ALT_UZAY_1 (shimdi de ANA_UZAY’dayiz)

(3) (2) * ALT_UZAY_2-1 (evet obur uzaya dallandik)

(4) (3) * DAHA_ALT_UZAY_2-1 (simdi de vardik.)
yani cok cok genel hali ile.

y = (((x * DAHA_ALT_UZAY_1) * ALT_UZAY_1) * ALT_UZAY_2-1) * DAHA_ALT_UZAY_2-1
yazabiliriz.

yani. 

shu sira ile:

DAHA_ALT_UZAY_1

ALT_UZAY_1

ALT_UZAY_2-1
DAHA_ALT_UZAY_2-1

carptigimizda elimizde M diye matrix kaldiginda:

y = x * M

bize gene bu coordinat degishtirme ishlemini saglayacak. eveeet guzel, ogrendik. hah ishte shu an bir shey demenin zamani geldi. akliniza gelen herhangi bir boyutta bu ishlemler aynen bu shekilde yuruyor. burada yazilan herhangi bir sheyi istediginiz boyutlarda uygulayabilirsiniz. hatta deneyiniz.

bundan sonrda geriye ne mi kaliyor heh cok basit bir sonraki doc hali ile “1D++” olacak. haydi hosh eglenceler. pek bir shey farketmeyecek. ayni sheyleri yapacagiz. fakat belki biraz daha oturabilir. hop!.

sensei^rt

